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—逐次反復に基づく計算機援用証明—
Numerical verification methods for differential equations:
Computer-assisted proofs based on infinite dimensional sequential iteration
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Abstract: This paper proposes numerical verification methods of solutions for infinite dimensional
functional equations based on residual form and sequential iteration. Some computer-assisted
proofs for differential equations including nonlinear partial differential equations will be shown.
Comparing with other verification procedures as typified by infinite dimensional Newton-type it-
eration, the proposed algorithm can be done at low computational cost although it needs that the




Xˆ,X, Y を Hilbert空間とし，埋め込みを含めた包含関係: Xˆ ↪→ X ↪→ Y が成り立つとする．さらに，埋
め込み Xˆ ↪→ X のコンパクト性を仮定する．Aを Xˆ から Y への線形作用素，f を X から Y への（一般に
非線形）作用素として，
Au = f(u) (1)
を満たす uを求める問題を考える．非線形微分方程式の場合，方程式 (1)の Aは最高階数の微分を含む線形
作用素，f はそれ以外の非線形項に対応する．Hilbert空間 X,Y の内積を (u, v )X , (u, v )Y，内積から導か
れるノルムを ‖u‖X =
√
(u, u )X , ‖u‖Y =
√
(u, u )Y で表記する．なお，1.2.1節の直接的引き戻しを行う
場合には，内積を用いないため，各空間を Banach空間とした定式化も可能である．
Aおよび f に以下を仮定する．
A1. 任意の φ ∈ Y に対し Aψ = φ は一意の解 ψ ∈ Xˆ を持つ．またこの対応関係は連続である．さらに Xˆ
1
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から X への埋め込みまで含めた対応をA−1 : Y → X と表記する．
A2. 上で定めた A−1 に対し，以下の評価を満たす定数 Cp > 0が具体的に算定可能である．
‖A−1u‖X ≤ Cp‖u‖Y , ∀u ∈ Y, (2)
A3. f : X → Y は連続であり，かつ X の有界集合を Y の有界集合に移す．












φ → ψ → ψ
このとき，線形連続作用素すなわち有界作用素とコンパクト作用素の合成作用素はコンパクトとなることか
ら，A−1 は Y からX へのコンパクト作用素となる．
1.2 引き戻し
問題 (1)の近似解 uh を用いた残差方程式への変換を行う．以降，この手法を “引き戻し”と呼ぶ．近似解
に応じて 2種類の引き戻しを考える．
1.2.1 直接的引き戻し
近似解 uh ∈ X が Auh ∈ Y を満たすならば，方程式 (1)は
Aw = f(w + uh)−Auh (3)
を満たす残差
w = u− uh
を求める問題に書き直すことができる．この式 (3)の右辺を g(w)と置くことで，残差方程式 Aw = g(w)を
得る．もし uh が uに近ければ，式 (3)の右辺項は小さいことが期待される．
1.2.2 X∗ 型引き戻し
近似解が uh が Auh /∈ Y となる場合には，次の “X∗型” 引き戻し [5]を適用する．X の有限次元部分空間
を Xh で表記する．Xh の下添字 “h”は Xh の X に対する近似度を表す正のパラメータである．次に直交射
影 Ph : X → Xh を
( v − Phv, vh )X = 0, ∀vh ∈ Xh (4)
で定義し，hに依存する具体的な値を算定可能なC(h) > 0が存在し (“C(h)”は，オーダーが hという意味
ではないことに注意），
‖(I − Ph)v‖X ≤ C(h)‖Av‖Y , ∀v ∈ Xˆ (5)
を満たすこと，および，A : Xˆ → Y は
(u, v )X = (Au, v )Y , ∀u ∈ Xˆ, ∀v ∈ X (6)
を満たすことを仮定する．式 (6)より，問題 (1)は弱形式（変分形式）
(u, v )X = ( f(u), v )Y , ∀v ∈ X (7)
2
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を満たす u ∈ X を求める問題に書き直される．また，式 (5), A1より Aubin-Nitscheの技巧 [7, 8]を用いて
‖(I − Ph)v‖Y ≤ C(h)‖(I − Ph)v‖X , ∀v ∈ X (8)
も成立する．
次に，近似解 uh ∈ Xh が
(uh, vh )X = ( f(uh), vh )Y , ∀vh ∈ Xh (9)
を厳密に満たすことを仮定する．uh は有限次元問題の精度保証付き数値計算により得ることができる [10,
14]．ここで，f(uh) ∈ Y に対しA1より
Au¯ = f(uh) (10)
を満たす u¯ ∈ X が存在する．よって，式 (6)より
( u¯, v )X = ( f(uh), v )Y , ∀v ∈ X (11)
であり，式 (11)の v ∈ X を特にXh の要素に制限し，式 (9)を引くことにより
( u¯− uh, vh )X = 0, ∀vh ∈ Xh (12)
を得る．式 (12)は Phu¯が uh に一致することを示す．ここで u¯と uh の差を
v0 := u¯− uh (13)
とおけば，式 (5), (8)を用いたノルム評価
‖v0‖X ≤ C(h)‖f(uh)‖Y , ‖v0‖Y ≤ C(h)2‖f(uh)‖Y (14)
を得る．最後に，w = u− u¯とおき，式 (1)の引き戻し形式
Aw = f(w + uh + v0)− f(uh) (15)
を導くことができる．式 (15)の右辺を g(w) と置くことで，残差方程式 Aw = g(w) を得る．式 (15) の解
w ∈ X が求まれば，式 (1)の解 uを
u = uh + v0 + w
で構成することができる．
この引き戻しは，Auh ∈ Y である必要がないことが特長であり．具体的な Aについては，Xh の高次要素
を用いた v0 の a posteriori評価による高精度化も可能である [18, 6, 17].
1.2.3 X∗ 型引き戻しの条件を用いたA−1 の評価
条件 (6)を仮定すれば，式 (2)を満たす Cp は埋め込みX ↪→ Y の定数:
‖u‖Y ≤ Cp‖u‖X, ∀u ∈ X (16)
に取ることができる．証明は Schwarzの不等式を用いた










Aw = g(w) (17)
を考え，0の周りで解 w ∈ X の存在を検証する．作用素 g : X → Y は，f と同じ性質A3 を満たすことか
ら，A−1 と g の合成作用素 F を
F := A−1 ◦ g : X → X (18)
と定めると，A1より，問題 (1)は不動点方程式
u = F (u) (19)
を満たす u ∈ X を求める問題に書き直すことができる．A3（gの連続・有界性）と A−1 : Y → X のコンパ











u → g(u) → A−1g(u)
2.2 解の検証条件
F の引き込み性を前提に，以下の検証条件を設定することができる．
定理 2.1 解を包含することが期待される “候補者集合” W ⊂ X を，半径 α > 0に対し




‖g(w)‖Y ≤ α (21)
が成立すれば，F はW 内に不動点を持つ．
証明: W ⊂ X は中心 0の有界凸閉集合．よって，式 (2), (21)より
sup
w∈W
‖F (w)‖X ≤ Cp sup
w∈W
‖g(w)‖Y ≤ α
であり，F (W ) ⊂W が成り立つ．よって Schauderの不動点定理 [19]より結論を得る．
2.3 解の局所一意性
候補者集合W 内の解の局所一意性は，以下の条件で確認することができる．
*1 “Infinite”, “Sequential”, “Residual”より命名．
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定理 2.2 式 (20)で定義したW ⊂ X に対し，Cg > 0が存在して
‖g(w1)− g(w2)‖Y ≤ Cg‖w1 − w2‖X , ∀w1, w2 ∈W (22)
を満たすとする．このとき，定理 2.1の条件 (21)に加え
CpCg < 1 (23)
が成立すれば，F の不動点はW 内で唯一である．
証明: W は空でない閉集合であり，任意の w1, w2 ∈W に対し，式 (2), (22)より，
‖F (w1)− F (w2)‖X = ‖A−1(g(w1)− g(w2))‖X
≤ CpCg‖w1 − w2‖X .
よって，条件 (23)が Banachの不動点定理 [19]の成立条件である F の縮小写像性を導く．
特に g がW で微分可能ならば，以下の評価が成り立つ．
系 2.1 式 (20)で定義したW ⊂ X に対し，g がW で Fre´chet微分可能ならば，式 (22)の Cg > 0は
sup
wˆ∈W
‖g′[wˆ]w‖Y ≤ Cg‖w‖X , ∀w ∈ X (24)
を満たすように取ればよい．
証明: W が凸集合であることから，平均値の定理 [7, 補題 4.14]より
‖g(w1)− g(w2)‖Y ≤ sup
wˆ∈W
‖g′[wˆ](w1 − w2)‖Y , ∀w1, w2 ∈ W. (25)
よって，w = w1 − w2 ∈ X とおけば，式 (24)より式 (22)が導かれる．
線形作用素 g′[wˆ] : X → Y の wˆ ∈ W での有界性 (24)は，少し緩い条件:
sup
wˆ∈W
‖g′[wˆ](w1 − w2)‖Y ≤ Cg‖w1 − w2‖X , ∀w1, w2 ∈ W (26)
に置き直すこともできる．
2.4 引き戻しの意義
問題 (1)に A−1 を作用させて得られる不動点問題 u = A−1f(u)に直接不動点定理を適用することを考え
る．すると，近似解 uh と式 (20)で定義されるW に対し，候補者集合を U = uh + W で設定し
A−1f(U)− uh ⊂ W
で Schauderに不動点定理の条件を確認することになる．しかし，式 (2)を適用するためには，任意の u ∈ U
に対し，
A−1f(u)− uh = A−1(f(u)−Auh)





定理 2.1, 2.2 に基づく検証アルゴリズム IS-Res を示す．精度保証付き数値計算でよく使われる epsilon-
inflation [12] を用いている．
検証アルゴリズム IS-Res
• k = 0
初期値 α(0) > 0を設定.
• k ≥ 1
1. ある定数 ε > 0に対し，
αˆ(k) := (1 + ε)α(k−1).
2. k 番目の候補者集合W (k) を以下で定める.
W (k) := {w ∈ X | ‖w‖X ≤ αˆ(k)}.
3. k 番目の反復として以下を計算．
α(k) := Cp sup
w∈W (k)
‖g(w)‖Y .
4. α(k) ≤ αˆ(k) ならば反復終了. このとき求める解がW (k) ⊂ X の中に存在．さらにW (k) に対
し Cg を算定し CpCg < 1ならば解はW (k) 内で唯一．（更にオプションとして系 2.2の Wˆ を
作成）
5. k := k + 1 として 1.に戻る. kがあらかじめ定めた最大反復回数に到達した場合や，α(k) の値
が設定した閾値を超えた場合は反復終了，検証失敗.
2.6 計算コストについて
前節の検証アルゴリズム IS-Resにおいて，定数 Cp は既知のため，主たる計算部分は候補者集合W (k) の
任意の元 wに対するノルム ‖g(w)‖Y および局所一意性のためのCg の評価である．無限次元 Newton型反復
に代表される他の検証手法では，これらの評価に加えて，線形化作用素のノルム評価 (Cp に対応) のための行
列ノルムの上界の算定 [9] や区間係数連立 1次方程式の精度保証付き数値計算 [4] などの線形計算が必要とな
る．それらの検証手法に比べ，IS-Resは追加の線形計算が必要ないため，軽コストであるという特長を持つ．
具体的な問題におけるプログラミングおよび計算コストの比較は文献 [8, 7.11, 7.12節]を参照されたい．
2.7 局所一意性範囲の拡大




系 2.2 式 (20)で定義したW ⊂ X 内に F の不動点 w が存在するとする．このとき αˆ ≥ α > 0で構成
される集合
Wˆ := {w ∈ X | ‖w‖X ≤ αˆ} (27)
に対し，Cˆg > 0が存在して
‖g(w1)− g(w2)‖Y ≤ Cˆg‖w1 − w2‖X , ∀w1, w2 ∈ Wˆ (28)
であり，かつ CpCˆg < 1ならば，F の不動点は Wˆ 内で唯一である．
証明: wˆ = wである F の不動点 wˆ ∈ Wˆ が存在するとする．このとき，式 (2), (28)より
‖w − wˆ‖X = ‖F (w)− F (wˆ)‖X = ‖A−1(g(w) − g(wˆ))‖X
≤ CpCˆg‖w − wˆ‖X
であり，‖w − wˆ‖X = 0で両辺を除して CpCˆg ≥ 1を得る．しかしこれは CpCˆg < 1に矛盾する．よって不
動点は wのみである．




論する．計算はMATLAB R2011aおよび区間演算ツールボックス INTLAB [13] version 6で行った．した
がって，得られる結果は浮動小数点演算における丸め誤差を考慮した数学的に厳密なものである．
以下，有界領域 Ω に対し，m 階以下の超関数の意味での導関数がすべて L2(Ω) に属する関数全体を
Hm(Ω)，また，Ωの境界を ∂Ωをとする時，



















sinπx, 0 < x < 1,







を持つ．Au = −u′′ と置き，Ω = (0, 1)に対する関数空間




(u, v )X = (u′, v′ )L2 , (u, v )Y = (u, v )L2
を導入し，検証アルゴリズム IS-Resを適用する．区間 (0, 1)を N 等分し，分割幅を h = 1/N とする．端点
を除く各分割点で 1を取りそれ以外では 0 となる区分的 1 次関数を基底関数としてXh を定める．この時，
式 (5)は C(h) = h/π [7, 定理 4.4]，式 (2)（式 (16)）は Cp = 1/π [15, Theorem 1.2] で成立する．近似解
uh ∈ Xh は Auh /∈ Y であるため，X∗ 型引き戻しを適用する．式 (9)を満たす uh ∈ Xh は，対応する区間
係数連立 1次方程式を精度保証付きで解くことにより得られる．








を満たす α > 0で成立する．この事実は，K ≥ π2 では IS-Resによる検証は困難であること，および，線形
な方程式であっても，Newton法に代表される解の検証手法 [4] が必要なことを示唆している．表 1は N と
K に対して得られる存在検証条件 (21)を満たすW のノルム値を示す．表示最終桁を切り上げている．
表 1 IS-Resによる検証結果（2点境界値問題）
N K = π K = π2/2 K = 99/100π2
10 3.28921× 10−3 7.01365× 10−3 3.88862× 10−1
20 8.24655× 10−4 1.76415× 10−3 1.46659× 10−1
40 2.06312× 10−4 4.41715× 10−4 4.20342× 10−2
3.2 2階楕円型境界値問題
2次元正方領域 Ω = (0, 1)× (0, 1)に対し，次の問題を考える．
{ −Δu = λ(1 + u + u2 − au3) in Ω,
u = 0 on ∂Ω. (31)
λ, a > 0 は与えられたパラメータとする．問題 (31) は，微小な a に対し λ を変数として図 1 のような解




図 1 λをパラメータとした uの概形
により Xh の基底関数を構成する．x または y 方向の分割数を N とすれば，h = 1/N に対し式 (5) は
C(h) = 0.493hに取ることができる [2]．また，式 (2)（式 (16)）は Cp = 1/(π
√
2)で成立する．式 (9)を満
たす uh ∈ Xh は，有限次元非線形方程式にKrawczyk法を適用することで精度保証付きで求める．図 2に分
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岐曲線（図 1）の “下の解”に対応する近似解の形状を，表 2に検証結果を示す．検証に成功したのは，すべ
て下の解である．‖W‖H10(Ω) は解を包み込む集合（表示桁以降切り上げ），‖Wˆ‖H10 (Ω) は局所一意性が得られ
た集合（表示桁以降切り捨て）のノルム値である．なお，λが 6を超える下の解および上の解の検証には失敗
表 2 IS-Resによる検証結果（N = 30, a = 0.001）
λ ‖uh‖∞ ‖v0‖H10(Ω) 反復数 ‖W‖H10(Ω) ‖Wˆ‖H10 (Ω)
1.0 0.07816 1.70758× 10−2 3 8.16807× 10−5 6.25829
2.0 0.16802 3.57832× 10−2 4 4.48135× 10−4 2.88094
3.0 0.27554 5.69294× 10−2 5 1.45700× 10−3 1.68467
4.0 0.41234 8.21144× 10−2 6 4.15696× 10−3 1.04604
5.0 0.60729 1.15381× 10−1 9 1.37587× 10−2 0.51463
5.5 0.75339 1.38860× 10−1 14 3.43893× 10−2 0.30793
6.0 0.99555 1.76076× 10−1 — 検証失敗 —























































‖uh‖∞ = 0.078 ‖uh‖∞ = 0.275 ‖uh‖∞ = 0.995
図 2 近似解の概形（最大値 1で規格化）
した．この場合には，Newton型反復に基づく検証手法 [9]などの適用が必要となる．
3.3 4階楕円型方程式




PR ξ − uzΔux + uxΔuz, in Ω
u = Δu = 0, on ∂Ω.
(32)
P,R, a > 0は既知の変数．ξ は uと同じ境界条件を満たす外力項とする．問題 (32)は 2次元 Navier-Stokes
方程式に対し流速についての流れ関数表示を行い変数変換と正規化を施すことで得られる 4階楕円型方程式

















A = PΔ2, Xˆ = X4, X = X3, Y = X0
9
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と定める．このとき，‖u‖X := ‖∇Δu‖L2(Ω), ‖u‖Y := ‖u‖L2(Ω) に対し，式 (2)は Cp = 1/(P (
√
a2 + 1))で
成立し，IS-Resの適用が可能となる．ここでは，ξ を式 (32)と移流拡散方程式の連立系 [16] の近似解として
定め，Fourier級数展開を x, y とも N で打ち切った空間から uh を定め直接的な引き戻し
{
PΔ2w = J(w + uh,Δw) + J(w,Δuh)− PΔ2uh +
√
PRξ + J(uh,Δuh) in Ω
w = Δw = 0, on ∂Ω,
(33)
w = u− uh, J(u, v) := uxvz − vxuz
を適用した．解の検証では Plumによる最大値ノルム評価 [11]











, K3 = 0.22361
√




を用いた．図 3は近似解の形状を示す．その結果，R = 5, P = 10, a = 1/
√
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